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RESUMEN

El siguiente articulo trata de algunas aplicaciones de la Teoria de la
Informacién en el campo de la estadistica, tales como: el caso de los
problemas de estimacion de densidades, arboles de decision, para después
plantear la aplicaciéon en la comparacién de los test no paramétricos: de los
signos y de Wilcoxon para muestras relacionadas, esto es: dada una
hipotesis nula de locacién de muestras pareadas y dado estos dos
estadisticos no paramétrico que permiten realzar el contraste de la hipotesis
de locacién, comparar la entropia de los mismos y la cantidad de
informacién aportada, considerando los conceptos de Shannon. La idea de
esta comparacion entre test no paramétricos via la funcion de entropia
proviene de mi primer trabajo de ascenso que presenté en la Universidad
Central de Venezuela. En el primer punto, se explica las propiedades
basicas de esta funcidon y posteriormente algunas de sus aplicaciones en
Estadistica y en el segundo, la aplicacién en la comparacién de los dos test

no paramétrico propuestos.

Palabras claves: entropia, informacion de Shannon, test no paramétrico: de

los signos, Wilcoxon.
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SUMMARY

The following article deals with some applications of the Theory of Information in
the field of statistics, such as: the case of problems of density estimation, decision
trees, and then raise the application in the comparison of non-parametric tests : of
the signs and of Wilcoxon for related samples, that is: given a null hypothesis of
locating paired samples and given these two non-parametric statistics that allow to
enhance the contrast of the location hypothesis, compare the entropy of the same
and the quantity of information provided, considering the concepts of Shannon.
The idea of this comparison between nonparametric tests via the entropy function
comes from my first job of promotion that | presented at the Central University of
Venezuela. In the first point, it explains the basic properties of this function and
later some of its applications in Statistics and in the second, the application in the

comparison of the two proposed non-parametric tests.

Keywords: entropy, Shannon information, nonparametric test: of the signs,

Wilcoxon.

INTRODUCCION

El siguiente articulo trata de algunas aplicaciones de la Teoria de la Informacion a
diferentes temas de Estadistica, su uso en esta disciplina fue introducido por
Kullback en 1951 con su obra: Information Theory and Statistics, reeditado por
Dover Publications (1997) desarrollando el concepto de divergencia que tiene hoy
en dia una amplia aplicacion en diferentes problemas de Estadistica, tales como el
estudio de tablas de contingencia Kullback, S; Keegel, C (1991), contraste entre
distribucion tedrica y su aproximacion, estimaciéon de densidad Kullback, S; (1997),

etc. En  nuestro caso tratamos el uso del concepto de entropia de Shannon
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(1948) brevemente y algunas aplicaciones como estimacién de la densidad de una
variable aleatoria continua, arbol de decisién, comparacion entre test no
paramétrico que se emplean en el contraste de hipdtesis para muestras pareadas,
una idea que planteé en mi primer trabajo de ascenso en la Universidad Central de
Venezuela presentado en 1979. Hoy lo presento nuevamente aquella idea, pero
con mayor madures, por tanto mas desarrollada. Para hacer las comparaciones,
partiremos de las distribuciones exactas bajo la hipétesis nula de cada uno de los
estadisticos de contraste y luego calculamos la funciéon de entropia de Shannon y
comparamos los resultados. En nuestro caso, estas distribuciones son discretas y
siempre se puede definir la funcion de entropia. La idea original de la entropia que
Shannon presentd era para minimizar el tiempo de transmisién de los mensajes,
maximizando la funcién de entropia. Posteriormente su aplicacién en diferentes
disciplinas se hizo muy corriente, por ejemplo; la entropia de Shannon se emplea
como medida de diversidad en ecologia Laura Pla (2006). En economia esta
entre otros casos el problema de estimacion de la elasticidad presentado por Cook
L et al (2015), en los sistemas de informacion en las empresas: Shwarz D (2014).
Una buena referencia de las diferentes aplicaciones de la Teoria de la Informacién
a diferentes campos del conocimiento se encuentra en Pardo Llorente (1993), en
su articulo se estudia ademas, las medidas generalizadas de la entropia y de
divergencia. En Estadistica la aplicacién va desde estimacion de la densidad de
una variable aleatoria como alternativa al método del nucleo (kernel), partiendo
del concepto de maxima entropia: Raynal; J. A (2008), aplicacién en series de
tiempo en la estimacion de los parametros GARCH: Rockinger et al (2000) etc.
Existe ademas, una amplia referencia del uso de la teoria de la informacion con el
enfoque bayesiano. Entre los paquetes de Estadistica esta el SAS que en el
mddulo ETS contiene el procedimiento Entropy donde se da como ejemplos: la
estimacién de los errores del modelo lineal, disefio factorial. Este articulo
contempla: I.-Definiciones basicos de entropia y algunas aplicaciones en
Estadistica; como la estimacion de de la funciéon de densidad de una variable

aleatoria continua, construccion del arbol de decision y contrate de hipotesis. I1.-El



uso del concepto de entropia para comparar los test no paramétricos de locacién

para muestras pareadas.

l.-Definiciones basicas de entropia de Shannon y algunas de sus

aplicaciones en Estadistica.

A continuacién presentamos el concepto de entropia Shannon y las propiedades
mas importantes, sin demostrarlas y algunas de sus aplicaciones de este

concepto en Estadistica.
Definiciéon 1: La funcién de entropia de Shannon.

Dado una variable aleatoria discreta: X: E — S, < E con funcion de probabilidad

puntual: P(X = x,;0), entonces se define como funcion de entropia a:

H(X) ==Y P(X = x,:0)log, P(X = x:0)

i=1

Si X es una variable continua: X :E — S, c R con funcién de densidad: f,(x;0),

entonces se define como funcion de entropia a:
H(X)== [ fy(x:0)log, fy(x:0)dx

Esta funcion existe si f, (x;@) es monotona (salvo en un intervalo finito) y ademas

existe un numero positivo « tal que la integral:
J|x|afx (x;©)dx
R

Converge. Alvarez; P,G (1981 pag. 63).

El logaritmo puede tomarse en base binaria (k=2); base neperiana (k=e) o decimal
(k=10), en cada uno de los casos se dice que la entropia esta medida en unidades

binarias o bit, nep o decimal. En el caso continuo se utiliza el logaritmo natural.



Propiedades de la funcién de entropia.

Hay varias propiedades importantes de la funcion de entropia que enumeraremos
algunas de ellas brevemente, considerando el caso de variables aleatorias
discretas, siguiendo a Shannon (1948), Alvarez; P,G (1981), Evren et al (2015)

tenemos:

1) H(X) es una funcion continua en P

2) H(X)>0 y es mondtona no decreciente cuando se ftrata de variables

aleatorias discretas. Cuando el sistema es perfectamente ordenado H(X)= 0.

3) Si la distribucién es discreta uniforme, esto es, todos los eventos tienen igual

probabilidad de 1/n, entonces H(X) alcanza su maximo y este es

MaxH(X)=1log, n

4) Dada dos variables aleatorias discretas: X e Y; X:E—>S cFE ,
Y:E—S,cE las cuales tienen como funcion de probabilidad conjunta:
P(X=x,Y=y;;0)=p, y como probabilidades marginales: P(X =x;0)=p,.
yP(Y=y,.;®)=p.j, la cantidad de informacion sobre una variable aleatoria discreta
X contenida en ofra variable aleatoria discreta Y es: I,(X)=H(X)-H,(X)
donde H (X) representa la entropia condicional de la variable aleatoria

discreta X dado la otra variable aleatoria discreta Y, la cual se define por la

relacion: H,(X)= ZZ pylog, p,/p., =H(X,Y)—H(Y).

i=l j=1

Por tanto, se obtiene la relacion entre la informacién y las funciones de entropia:
1,(X)=H(X)+H(Y)-H(X,Y). Se demuestra que /,(X)=H(X)-H,(X)>0. Si
las variables X es Y son independientes entonces: 1, (X)=H(X)-H,(X) =0. Por
tanto se verifica: H(X,Y)=H(X)+H(Y)



La cantidad de informacion de una variable aleatoria X contenida en otraY, esta

acotada por su funcién de entropia H(X), esto es:
IY(X):H(X)_HY(X)SH(X)

Lo que implica que la cantidad de informacion contenida en ella misma es su

entropia:
Iy (X): H(X)

Esto significa, que una vez observada una muestra seleccionada de la variable
aleatoria X, la funcidon de entropia se interpreta como cantidad de informacion
promedio contenida en la misma, puesto que al observar la muestra ya no existe
incertidumbre. Entonces, si tenemos las observaciones muestrales de dos
variables aleatorias X e Y, podemos comparar sus funciones de entropia para
saber cual de las dos aporta mayor informacion una vez observada la muestra. Si
ambas variables estan relacionadas, la cantidad de informacion que aporta la
variable observada, digamos Y, sobre la otra no observada X viene dada por la
diferencia entre la funcion de entropia de la variable no observada X menos la

funcién de entropia condicional de X dada la observaciénde Y.

5) Consideremos H(X) como la funcion de entropia de una poblacion

X distribuida como una multinomial y, consideremos una muestra aleatoria de X :

X;;i=12..n llamemos H(X) estimadorde H(X):
* L

H(X)=-) P (X =x,)log, P"(X =x,)

Donde P'(X =x,) es el estimadorde P(X =x,)

Para tamafio de muestra suficientemente grande se cumple: E(H(X))=H(X), €s

decir, es un estimador insesgado (no para muestras pequefas) y



Var IiI(X) = ((1/n)ZL:P* (X =x)log, P (X =x,)> —H(X)*)+O0n*)(k—-1)/2n"
Entonces:

z=([}(X)—H(X))/\/;ar(lil(X)—)N(O,l) Converge en ley a la normal N(0,1).

Luego, dadas las variables aleatorias X e Y con funciones de entropia H(X) y
H(Y), tomando wuna muestra aleatoria de cada una de las variables, lo

suficientemente grande, podemos formular como hipotesis nula la igualdad de las

funciones: H,:H(X)=H(Y) y como alternativa: H,:H(X)=H(Y). En este

contraste el estadistico es:

Z:(H(X)—H(Y))/\/VarH(X)+Var(Y)
Que por lo expuesto anteriormente sigue una normal: N(0,1). Evren etal (2015).

La hipotesis nula se rechaza si fijado un nivel de significacion « se cumple que el

valor observado del estadistico z cae fuera delintervalo [z,,,.z,_,,].

6) La funcion H es cdncava enp.

En el caso continuo, las propiedades de la funcion de entropia coinciden con el
caso discreto, salvo la no negatividad . Por ejemplo, la funcidon de entropia puede
ser negativa, es el caso, si se considera una distribucion uniforme f,(x;a)=1/a
se puede comprobar que para a <0, la funcién de entropia es negativa. Shannon
(1946 pag. 38) y Alvarez; P,G (1981 pag. 51-52)

Si X es una variable aleatoria distribuida normalmente con media p y desviacién
estdndar ¢ y Z es una variable aleatoria continua con la misma media y

desviacion estandar de X , entonces se cumple: H(X)> H(Z).

Entre todas las funciones de distribuciones de variables aleatorias continuas

cuyos valores estan dentro de un intervalo cerrado [a,b] la distribucion uniforme



tiene maxima entropia. Y entre todas las funciones de distribuciones continuas con

igual media p, la distribucidon exponencial presenta la maxima entropia.

En este caso de la distribucién normal la funcién de entropia de X es:
H(X)=log,,oN2me

La cantidad de informacién en el caso de una distribucién normal bivariante, es :
I(X,Y)=H(X)+HY)-H(X,Y)=1/2log,,(1- p°). Lo que quiere decir que la

informacién depende del cuadrado de la correlacién entre las dos variables.

La interpretacion de la funcién de entropia en el caso continuo también es
diferente al caso discreto, para ello se puede consultar a Shannon (1948 pag. 37-
38).

“There is one important difference between the continuous and discrete entropies. In the discrete case the
entropy measures in an absolute way the randomness of the chance variable. In the continuous case the
measurement is relative to the coordinate system...”

“The entropy for a continuous stochastic process has many properties analogous to that for discrete processes.
In the discrete case the entropy was related to the logarithm of the probability of long sequences,

and to the number of reasonably probable sequences of long length. In the continuous case it is related in

a similar fashion to the logarithm of the probability density for a long series of samples, and the volume of
reasonably high probability in the function space.”

La funcion de divergencia o informacién relativa de Kullback se define como una
medida de distancia entre dos distribuciones, donde una se puede tomar como la
distribucion tedrica y la otra como una aproximacion a la misma. Formalmente

tenemos la siguiente definicion:
Definicion 2: Informacion relativa de Kulback-Leiber.

Dada dos variables aleatorias X e Y con funciones de probabilidades puntuales
P(X =x,;;0) y P(Y=y,;0), la medida de informacién relativa de Kulback-Leibler

es.

D(X.7) =3 P(X = x,:0)log, (P(X =x,:0)/ P(Y = y,,0))

i=1



Se puede observar que la expresion anterior es el promedio ponderado de la
diferencia logaritmica de la division entre las dos funciones de probabilidades
puntuales de las variables X e Y, donde la ponderacidon esta dada por la funcion

de probabilidad P(X =x,;0). De la misma forma podemos obtener la relacion

inversa:

DY, X) =Y P(Y = »,:0)log, (P(Y = »,:0)/ P(X = x,;0))

i=1

En el caso que tenemos dos variables aleatorias continuas X e Y con funciones

de densidades f,(x;0)y f,(y;0) la informacion relativa es :

D(X;Y)= [ f1(x;0)log, (f(x:0)/ £, (y:©)du(x)

Se puede observar en ambos casos que esta funcion esta relacionada con la

funcién de entropia de Shannon, para el caso discreto:

D(X,Y) =Y P(X = x,:0)log, P(X = x;0)~ 3 P(X = x;0)log, P(¥ = ,;0))

i=1 i=1

Luego, la funcién de entropia de Shannon y la divergencia de Kullback estan

relacionadas.

D(X.Y)=~H(X)~ Y P(X =x,;0)log, P(¥ = ,:0)

i=1

En el caso continuo:
D(X;Y)=—H(X)~ [ [ (x;©)log, fy(v;©)du(x)

Algunas aplicaciones de la funcién de entropia de Shannon en Estadistica.

Ahora mencionaremos tan solo tres aplicaciones de la funcién de entropia mas

conocidas en Estadistica:



a) Estimacion de densidad de una variable aleatoria continua. En
estadistica se emplea la funcion de entropia de Shannon entre otras cosas
para encontrar estimadores de poblaciones de la que solo se tiene un
conocimiento de algunos momentos y, si no se conocen, se pueden estimar
con los datos muestrales. Por tanto es un método alternativo al método de

estimacion no paramétrico del nucleo (kerner). Supongamos que se desea
estimar la funcion de densidad: f,(x;®) de la variable aleatoria X .

Entonces, la estimaciéon de la funcién de densidad, utilizando la funcidon de

entropia, se obtiene al maximizar la funcién:
H(X)= —J-fX(x;G))logk fx(x;®)dx
Sujeta a las condiciones:

[feodr=1

0

[x' e (:@)dx = g,

—0

Cuando se compara este método de estimacion con el método de minimos
cuadrados, se encuentra que la varianza del estimador es menor, pero el
estimador es sesgado, ver Cook L et al (2015), Macke J.H et al(2013). Para

resolver el problema del maximo empleamos los multiplicadores de Lagrange:
o0 o0 k o0

L(X;0)=—[ £, (:0)log, fy(x:O)dx+A( [ fr(:0)=1)+ D 4 ([ fy (5;O)dx— 1)
—o0 —o0 i=1 —o0

En el caso de la divergencia el problema de optimizacién es minimizar la misma.

b) Arboles de clasificacion o de decisiéon. Es un método que permite

clasificar los valores observado de una muestra partiendo de unos datos
previamente observados conocidos como ejemplo o patron. La

construccion de un arbol supone definir en primer lugar la raiz, que

10



corresponde al atributo que mas discrimina, bien sea como variable
continua o como categoria, luego los atributos de los demas nodos,
asignandoles los atributos de mayor a menor capacidad discriminatoria y
finalmente las hojas que pueden ser booleanas. Las ramas en este arbol

representan conjuntos de decisiones.

La funcion de entropia se emplea como criterio para seleccionar los
atributos o variables mas relevantes en un arbol de decisién. La razdn
fundamental es que ella es una buena medida para saber el grado de
impureza de cada atributo, o lo que es lo mismo, la dificultad que tiene cada
atributo para hacer una buena discriminacion. La entropia toma el valor
cero, si todos los ejemplos pertenecen a la misma clase en el atributo meta,
es decir, el conjunto de ejemplo es totalmente homogéneo, en este caso se
dice que es puro, por tanto bastaria ese solo atributo para construir el arbol.

Entonces, en la medida que la entropia aumenta en el intervalo [O,loga m]

es mayor su impureza. La seleccion se jerarquiza en la medida que se gana

informacidn y por tanto disminuye la incertidumbre.

c) Comparacion entre test estadisticos. Sea Ila hipdtesis nula

H,: f,(x;@)eF y alterna H,:f,(x;®)¢ F siendo F una familia de
distribuciones, y consideremos que existen dos estadisticos: 4y 6, que

permiten hacer el contraste de hipoétesis, con sus respectivas distribuciones
en el muestro. Si existen las respectivas funciones de entropias de ambos
estadisticos para cualquier tamafio de muestra, entonces, es posible
establecer una comparacién entre ellas y determinar cual estadistico
genera mayor informacién o incertidumbre mediante la comparacion entre

sus funciones de entropia.

II.-Comparacion entre test no paramétricos.

En la practica, el problema que generalmente interesa es: dadas dos variables

aleatorias X e Y, encual de ellas, la cantidad de incertidumbre en una es mayor
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0 menor que la otra, mas que la indeterminacién absoluta de cada una por

separado.

Lo que se propone es, comparar la incertidumbre de dos sucesiones de

estadisticos {91} y {92} siempre y cuando se cumpla las siguientes proposiciones:

n n

1. Sean {0:1} y {9 *2} dos sucesiones de estadisticos para un mismo contraste

de hipotesis de muestras relacionadas, con distribucion discreta en el muestro,

entonces para cualquier tamafno de la muestra nexisten las sucesiones de

funciones de entropia {H(@j )} y {H(Qz)}

n

2. Ambas sucesiones de entropia son mon6tonas no decrecientes.

Para el caso de los estadisticos de los test paramétricos que permiten hacer

contraste de posicion o escalamiento, estos estadisticos suelen tener como su
distribucion en el muestreo distribuciones del tipo: ¢, F oy’ que no tienen

funciones de entropia, salvo cuando su distribucion es una normal. Por tanto, la

comparacion esta limitada entre estadisticos de libre distribucion.

Para continuar desarrollando la idea propuesta partimos del siguiente conjunto de

proposiciones:
Proposicion 1.

Sean Xe Y dos variables aleatorias continuas y no negativas tales que sus

funciones de distribucion cumplen con la siguiente relacion FX(x;@))SFY(y;@), Si
existen E(X )y E(Y), entonces E(X )> E(Y)

Demostracion:

La esperanza matematica de una variable aleatoria continuas X puede definirse
como: TP(X >t)dt+ }P(st)dt, si la variable aleatoria es no negativa, entonces:

0 —o0
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00

E(X):IP(X>t)dt, de acuerdo a esta definicion tenemos las siguientes
0

consecuencias: F, (x;0)<F,(y;0)= (1-P(X >x)<(1-P(Y>y))= E(X)>E(Y).

En el caso discreto tenemos: si  F,,(x;0)< F,,(x;0) entonces P(X, < X,)<1/2

esto es, la mayoria de la primera poblacion son mayores que los de la segunda,

por tanto la mediana de la primera es mayor a la segunda, y si existen las

esperanzas matematicas entonces: E(X )2 E)
Proposicion 2.

Consideremos el contraste de hipotesis, donde la hipotesis nula es: H,=6, y la
hipotesis alternativa H, =6, y consideremos dos estadisticos no paramétricos para
hacer el contraste: 8" y 6#7que toman valores no negativos discretos, con
distribuciones bajo la hipotesis nula P(6"'|H,) y P(0™|H,) Si el primer estadistico
es estocasticamente mayor al segundo, esto es: P(6*1|H0)£ P(0*2|H0), entonces:
H,)

H(0"|H, )= H(6™

Demostracion: Si P(Q*'|HO)£ P(0*2|H0) entonces: por la proposicion 1 tenemos

-3 P07 =x,|H, Jlog, P(0" = x|H,)> - P(6" = x,|H, Jlog, P(6 = x|H,)
i=1 i

Luego: H(0"'|H, )= H(6"|H,).

Obsérvese que 10gP(6””|H0) para i=1,2 es un valor negativo, por tanto no seria

valido aplicar la proposicion 1. Pero al cambiar de signo se hace positivo y la

HO). Si llamamos

entropia es la esperanza matematica de -logP(e*‘
Z. :—logP(G*i|H0) ahora Z, >0 para I=1,2 son positivas, y como por hipotesis

P6"|H,)< P(6™|H,), aplicando la proposicion 1 se tiene: H(6™'|H, )> H(0™|H,)
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Ahora, consideremos lo siguiente: intuitivamente se concluye que si se tiene dos
sucesiones de eventos equiprobables donde uno de ellos tiene un numero mayor
de posibles observaciones, este tiene una mayor entropia. En efecto,
consideremos las siguientes sucesiones de eventos: {e};izl,z...n}y {ef;i:1,2...m}
con n>m; con probabilidades {p} =1/n;i=1,2...n} y {pf =1/n;z‘=1,2...n} entonces la

entropia de la primera sucesion de eventos es mayor o igual a la entropia

asociada a la segunda sucesion de eventos. En efectos, como ambas sucesiones

de eventos son equiprobables, entonces: H(e')=log,n y H(e’)=log,m como

n>m,entonces: H(e)> H(e’).
Proposicion 3.

Dada dos variables aleatorias discretas no negativas Xy Y con diferentes
distribuciones de probabilidad, el supremo de la entropia de una sera mayor a la
de la otra, si el numero de valores que puede tomar una con respecto a la otra es

mayor.
Demostracion.

Consideremos las variables discretas X ,Y con funciones de probabilidad puntual

para X P(X =x,) con x,=L2,.ny P =y,)con y,=12,..m Yy n=mentonces:

max H(X)<log, n;max H(Y)<log, m , log, n>log, m luego sup H(X)=>supH(Y).
Comparacion entre el test de los signos y el test de los signos de Wilcoxon.

Consideremos dos muestras relacionadas seleccionadas de una poblacién

bivariante (X,Y) continua y simétrica, con funcion de probabilidad: F,,(x,y;0).
Tomemos una muestra aleatoria de tamafio n (X,,Y ;i =1,2..n y consideremos los

valores observados: (xi,yi);i:1,2,...n .Se puede asumir que los pares

corresponden a unas unidades experimentales donde el primer valor corresponde
antes del tratamiento y el segundo es la respuesta al tratamiento. En este caso,

cada individuo o sujeto es su propio control. Por consiguiente, podemos definir una
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nueva variable aleatoria como. Z =Y - X . Sea M, la mediana poblacional de las

diferencias Z,. Entonces, se propone como hipétesis nula que la mediana es nula,

esto es:
H,:M,=0
H :M,#0

Si consideramos el modelo: Z =Y -X,=7+¢,; donder es el efecto de
tratamiento y ¢,es la perturbacion aleatoria, el test es equivalente a decir que el
efecto de tratamiento 7 es nulo en el modelo: Z =Y -X,=7r+¢,; esto es:
H,:7=0.Dos tests que son apropiados para hacer el contraste de hipotesis son

el test de los signos y el test de los signos de los rangos de Wilcoxon. Estos son

los test mas usuales para realizar este contraste.

El estadistico en el test de los signos cuenta el niumero de diferencias positivas Z,

y lo denotamos como n»*. El estadistico de Wilcoxon es: W =) R, donde R,

i=1
indica el rango dado al valor absoluto de Z, esto es: se ordenan |Z,| de menor a
mayor y se le asigna el rango correspondiente yo, es una variable aleatoria que

indica: 6, =1si Z,>0y o, =0si Z, <0.

Las funciones de probabilidades puntuales bajo la hipotesis nula de estos
estadisticos son:

La distribucién en el muestreo del test de los signos es:

E

P(n+ :xo/Ho):pxo(l_p)ntxo :(n J075n y

X

o

La distribucién en el muestreo del test de los signos de los rangos de Wilcoxon es:

PW =W,/ H,)= W)/ 2"
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Donde f(#,), indica el numero de ordenamientos r <r, <n<..r,

correspondientes a las observaciones de Z cuya suma esigual 7.

Por tanto las funciones de entropias son:

H(n* 1 H, )= —ZE” jO,S” log(n_* JO,S"
1

i=1 \ 1

n(n+l)/2
HWIH)=~ Y. f07,)/2" log, [(¥,)/2

w=0
Para ilustrar la relacion entre las dos funciones de entropia mostramos el siguiente
resultado para tamafios de 3 y 4, donde se comparan primeramente las dos

funciones de distribucion:

n=3 Wilcoxon Signos n= Wilcoxon  Signos
X F(W) F(n+) X F(W) F(n+)
0 0,125 0,125 0 0,0625 0,0625
1 0,25 0,5 1 0,125 0,3125
2 0,375 0,875 2 0,1875 0,6875
3 0,625 1 3 0,3125 0,9375
4 0,75 4 0,4375 1
5 0,875 5 0,5625
6 1 6 0,6875
7 0,8125
8 0,875
9 0,9375
10 1
Cuadro 1

Graficando las funciones de distribuciones para un mismo tamafo de muestra

tenemos:
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Comparacion gréfica de las funciones de distribuciénde los test de los signos y Wilcoxon para tamafios de muestras n=3,4

La primera figura es la funcion de probabilidad bajo la hipdtesis nula del
estadistico de los signos y del Wilcoxon para un tamafo de n=3, y la segunda para

n=4. Con estos gréaficos se ilustra que F,(w;)<F (n+) Si se calculan los valores

n

esperados de cada distribucién se encontrard que E(W/H,)>E(n"/H,) lo que

coincide con lo expuesto en la proposicion 1.

Ahora, para ilustrar la relacion entre las dos funciones de entropia de los dos
estadisticos, calculamos las respectivas funciones de entropia medidas en bit,
partiendo las distribuciones bajo la hipdtesis nula y considerando diferentes

tamanos de muestras: de 3 hasta 7.

Cuadro 2.
n 3 4 5 6 7
H-Signo  1,81127812 2,03063906 2,19819241 2,33336203 2,44663975
H-Wilcoxon 2,75 3,375 3,85845859 4,25080724 4,58019367
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Figura 3. Comparacion grafica de las funciones de entropia de los test de los signos y Wilcoxon para tamafios de

muestras n=3,...7

El cuadro 1 se puede observar que el numero de valores que puede tomar la
distribucion de Wilcoxon es mayor a la distribucion de los signos, en efecto el
maximo valor que puede tomar Wilcoxon es: n(n+1)/2 mientras que de los signos

es n, por la otra, en el cuadro 2 se observa que al comparar los valores de las de
entropia de los dos estadisticos, la de Wilcoxon es mayor, cumpliéndose en este

ejemplo, con las proposiciones 2 y 3.

Se puede demostrar que la relacion H(W)> H(n") siempre se cumple. Partiendo

de sus respectivas distribuciones nulas

P(n* = x|H) =[Z j 0,5" =(Z J/zn y POV =W |Hy) = f(W,)/2"

o

fWw)/2"log, f(W,)/2" S( JO,S” loga[ jO,S”

n n
X X
Considerando las proposiciones 1 y 2 obtenemos:

=~ F7) 12" og, fOH,)/2" > —Z(”jo,s" loga(nJO,S”
X X

Luego HW/H,)>H(n" /H,).
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Observaciones finales.

Hemos propuesto la comparacion entre dos test no paramétricos de locacion para
muestras relacionadas, en este caso bivariante, usando el concepto de entropia
de Shannon. Sin embargo, es posible aplicar esta idea a otros test no
paramétricos asociado a un mismo contraste de locacion o de escala, donde las
funciones de entropias existan. El problema que puede presentarse es la dificultad
de calculo que permita hacer esta comparacion. En todo caso, siempre existe

como herramienta la simulacion Monte Carlo para realizar esta comparacion.
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