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RESUMEN

El siguiente articulo trata de juegos estaticos de informacién incompleta y la teoria
matematica de la informacidn, siendo la aplicacion de esta ultima un refinamiento de
la primera. El articulo tiene cuatro apartados y esta organizado de la siguiente forma.
La introduccién en donde se plantea la posibilidad de aplicar la teoria de la
informacién a los juegos estaticos de informacion incompleta. En el apartado |l se da
los conceptos de teoria de juego y, especial los juegos estaticos con estrategias
puras con informacion completa e incompleta, el lll trata de los conceptos
fundamentales de teoria de la informacion que se aplicaran en el apartado IV, en el
cual se propone un modelo como un refinamiento de un juego de dos persona
estatico y con informacién incompleta y finalmente, en el apartado V se presenta una
discusion sobre los resultados obtenidos.
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A RELATIONSHIP BETWEEN THE GAME THEORY AND INFORMATION THEORY.

SUMMARY

The following article is static games of incomplete information and the mathematical
theory of information, with the application of the latter a refinement of the first. The
article has four sections and is organized as follows. The introduction where the
possibility of applying information theory to static games of incomplete information
arises. In section Il the concepts of game theory is given and, especially static games
of pure strategy with complete and incomplete information, the third deals with
fundamental concepts of information theory to be applied in section IV, in which a
model as a refinement of a static two-person game with incomplete information and
finally proposes a discussion section V presents the results obtained
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INTRODUCCION.

El siguiente trabajo trata de establecer la relacidon entre dos teorias matematicas: la
teoria de juego y la teoria de la informacion, la primera ampliamente aplicada en las
ciencias sociales y la segunda proveniente de la teoria de la probabilidad con una
gran aplicacion en la fisica, estadistica y la ingenieria de la computacién entre otras
disciplinas. La teoria de juego es por antonomasia la matematica nacida en el campo
de las ciencias sociales, aplicada a: la microeconomia, finanzas, aparte de la
aplicacién en ciencia politica y psicologia.

En este trabajo se presenta cada una de las teorias por separado para luego utilizar
la teoria de la informacion empleando el concepto de entropia como una medida de
la incertidumbre de la ocurrencia de una sucesion de eventos. El uso de la funcién de
entropia para afinar 'y, evaluar la mejor forma de las distribuciones de
probabilidades en juegos donde interviene la naturaleza es una propuesta tentativa
que se aplicara concretamente a los juegos estaticos con informacion incompleta,
pero que se puede extender a juegos dinamicos con informacién incompleta,
juegos contra la naturaleza y los juegos especiales de sefiales desarrollado por
Rasmusen E. (1996) entre otros. El emplear la funcion de entropia en problemas de
inferencia estadistica o en teoria de juego tiene sus limitaciones. La funcion de

entropia de una variable aleatoria X con distribucion de probabilidad F, (x;0),

donde O es el conjunto de parametros, no es otra cosa que la esperanza matematica

del logaritmo de la funcion de densidad o probabilidad puntual f,(x;®)de la variable
aleatoria X :—-E(log f, (x;®)), pero como es bien sabido no siempre existe tal

esperanza matematica, es el caso de variables aleatorias con distribucion t usada en
los estudios de series de tiempo de eventos propios del mercado financiero, entre
otras. Tal situacién obliga a descartar aquellas distribuciones donde no existe la
funcion de entropia. Lo interesante es que previamente se sepa el grado de
incertidumbre que contiene una variable aleatoria asumiendo diferentes hipétesis de
la distribucidén de probabilidad. Son bien conocidos el caso en que se supone que la

distribucion es una uniforme, normalo exponencial.



Estos juegos que se caracterizan porque la naturaleza juega primero asignando a los
participantes su tipo (caracteristicas, en donde cada jugador sabe cual le
correspondié pero desconocen los asignados a los otros jugadores, se emplean dos
distribuciones: una a priori en donde se supone una probabilidad para cada tipo y
otra a posteriori que para cada jugador es la probabilidad condicionada de la
asignacion por la naturaleza de los tipos de los demas jugadores dado el
conocimiento de su propio tipo. Esta probabilidad se conoce como conjetura. En
ocasiones, las probabilidades a priori se establecen como iguales para todos los
tipos o siguen una distribucion uniforme, esto es poco realista, ademas cuando los
eventos son equiprobables la entropia es maxima.

Este ultimo punto es mas claro en los juegos dinamicos con informacion incompleta
que no tocaremos aca, pero queda como una propuesta.

Sobre el uso de la probabilidad a priori, que son probabilidades establecidas por los
decisores respondiendo a la experiencia que se tiene del comportamiento de la
naturaleza o entorno, es importante tener presente que en cualquier caso, debe
cumplir con lo que se establece en la axiomatica de Kolmogorov tal como lo propuso
De Finetti y, que no debe ocurrir lo que algunas investigaciones empiricas han
encontrado como es el caso de Edward W(1954), el cual observo en su estudio, que
no necesariamente, para un sujeto, la probabilidad a priori de ocurrencia de un
evento esté acotada en el intervalo cerrado [0,1] y esto trae un problema l6gico grave

que implica que no se cumple la propiedad de la adicibn de un suceso y su

complemento: p(a Ua) # p(a)+ p(a).

En este articulo, como una primera aproximacion, proponemos la aplicacion de la
teoria de la informacion cuando los jugadores tengan disponible una lista de
distribuciones.

En todo caso, no se obtendria directamente la funcién de entropia de la variable
aleatoria conocida, sino después de obtener las probabilidades correspondientes.

El articulo tiene cuatro apartados y esta organizado de la siguiente forma. El primer
es la introduccion ya expuesta, en el apartado |l se da los conceptos de teoria de
juego, incluyendo los juegos dinamicos con informacion incompleta que el nucleo de

este trabajo; en el Ill trata de los conceptos fundamentales de teoria de la
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infformacion que se aplicaran en el apartado IV, en el cual se propone un modelo
como un refinamiento de un juego de dos persona estatico y con informacion

incompleta y finalmente, en el apartado V se da una breve discusion.

I.-CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE JUEGOS.

La teoria de juego trata de aquellos problemas de toma de decisiones en donde la
decisiones de los participantes se afectan mutuamente, bien porque cooperan
entre si 0 no, de lo contrario, el problema no se puede abordar como un caso de la
teoria de juego. Cuando no cooperan entre si se llama juego no cooperativo, también
llamado estratégico, en caso contrario, se llaman juegos cooperativos. La teoria de
juegos tiene un desarrollo embrionario durante el siglo XIX con los trabajos de los
economistas Cournot y Edgeworth hasta llegar a mediado del siglo XX que renace
con el libro publicado por Von Neumann y Morgensteen: The Theory of Games and
Economic Behavior en 1944, pero su enfoque dej6 de tener interés para los
economistas después de recibirlo con entusiasmo. Posteriormente, a partir de la
década de los cincuenta, se dieron las contribuciones de Nash, Shapley y otros que
abrieron nuevos horizontes a esta teoria. Kreps (1994) considera que las
herramientas aportadas por esta teoria, a pesar de sus limitaciones, permite
comprender y predecir muchos de los fendmenos econdmicos. Las aplicaciones mas
comunes son el estudio de un mercado oligopdlico que generalmente empieza con
un mercado duopdlico que desde el punto de vista matematico es uno de los mejores
desarrollado y, posteriormente se van afadiendo nuevos participantes. Otra
aplicacién es las subastas que pueden presentarse entre otros casos en el mercado
de capitales.

La teoria de juegos, ademas, tiene una amplia aplicacion no solo en economia y
ciencias sociales donde se han presentados entre otros, los trabajos de Shubik
(199223 1992b) y Rasmusen (1996) sino también en biologia y ciencias politicas.

En general, un juego esta conformado por los siguiente elementos: 1) un numero de
jugadores que definen un conjunto claro de los que toman decisiones 2) una forma
de relacionarse los jugadores entre si, compitiendo o cooperando 3) una lista de

estrategias bien establecidas una para cada uno o para varios, conformando lo que



se llama perfil de estrategias; entendiendo por estrategia una secuencia ordenada de
pasos con que el jugador pretende jugar un juego, desde el principio al fin. En
algunos casos se distingue entre acciones y estrategias; una accion o movimiento es
una eleccion que hace el jugador y una estrategia es una regla de como debe ser la
eleccion en cada instante del juego dado su nivel de informacion. En los juegos
simultaneos no se hace esta distincion y el espacio de acciones es el mismo al
espacio de estrategias 4) Una funcion de pago, que da cuenta del resultado de cada
conjunto de estrategia del juego 5) unas reglas que especifican las condiciones que
deben cumplirse en el desarrollo del juego, estas deben ser claras y distintas. Si
estas reglas son ambiguas o hay situaciones impredecibles no contempladas,
entonces, la teoria de juego tiene poco que decir 6) el nivel de informacion sobre el
conjunto de estrategias de todos o algunos jugadores y el pago correspondiente,
ademas en las circunstancia que se realiza el juego. Este nivel de informacién puede
ser completo o incompleto, perfecto o imperfecto. Es de informacién completa,
cuando los perfiles de estrategias y los pagos de todos los jugadores, es de dominio
publico y perfecta si todos los jugadores conocen la historia del desarrollo del juego
en el momento que les toca decidir. No interviene el azar 7) los equilibrios que se
presentan en el juego de acuerdo a las estrategias del conjunto de jugadores y
pagos. Un equilibrio es una estrategia que conduce al mejor pago para cada uno de
los jugadores. Lo ideal es que exista un solo equilibrio, de no darse, la teoria de
juego no indica cual de tantos equilibrios seleccionar 8) Un juego puede ser estatico
si la jugadas se realizan simultaneamente o dinamico si el juego se hace paso a
paso, este ultimo se representa en forma de un arbol donde se indica el orden que
juegan los jugadores con sus estrategias y, en las ramas finales del arbol los pagos.

En todo juego, cooperativo o no, se parte del supuesto de racionalidad de los
jugadores aunque esté limitada por el conocimiento o informacién disponible y su
capacidad computacional Kreps. D.M (1994), ademas de la intencionalidad en

cuanto a la busqueda de optimizar sus ganancias.

Empecemos con el caso mas sencillo como lo es un juego de dos jugadores, de

informacidon completa, estatico y estrategias puras.



Un juego de dos jugadores puede expresarse por la terna: J=(E,,E,,IT) ,0 puede
anotarse por la terna de J=(2,E_,,,IT) , el primero elemento de la terna indica que

existen dos jugadores, el segundo las estrategias y finalmente la funcién de pago.
Entonces, para un juego de n jugadores podemos expresarlo formalmente como:

J=mE_, ,,I1) ,donde la funcion de pago II es:

IT: ExxE,x..xE, - R"

Un juego de dos jugadores no cooperativo de suma cero es aquel en donde lo que
gana uno lo pierde el otro, esto es, si a, es el pago del jugador Ay b, es el de B
para el par de estrategia (i,j) entonces q; +5, =0.Un ejemplo de este juego es el

duopolio, donde la ganancia en la participacion del mercado de una de las empresas
representa la pérdida de la otra. En caso contrario es un juego de suma no cero.

Cuando el juego de dos jugadores es estatico y de informacion completa se expresa
mediante una matriz cuyos componentes son vectores de dos dimensiones y se dice

que esta en forma normal, esto es: asumamos que el jugador A tiene n estrategias:

E ={4.,4,..4,} 'y el jugador B tiene m estrategias E,={B,B,..B,} con la
funcion: I1: E\xE, — (a,,b;) que representa el pago recibido por cada jugador dada
las estrategias de cada uno. En este caso el juego se expresa como J=(E,,E,,I1).

La forma normal de este juego esta dada por la siguiente matrizde pago:

B B, B, B,
4, (a,,0,) (@5,0,,) (@3,D13) | (a,,-b1,,)
4, (ay1,0,,) (ay,b,,) (ay3,b,3) (ay,5D,,)
An (anl’bnl) (anZ’an) (an3’bn3) (anm’bnm)




Si el juego es de suma cero uno puede expresar el juego con una matriz, bien sea
con solo los pagos del jugador A o los del jugador B.

Por ejemplo, la del jugador A es:

Bl BZ B3 B’"
4 ap, ap a3 Ay
4, ay, 4y, dy3 Ay
An anl an2 an3 anm

El valor que toma la funcion de pago para cada par de estrategia en la matriz de

pagos del jugador A es:

11(4,B))=a,

En el caso de considerar al jugador B la funcién es:
I1(4;,B;)=b,

Conla condiciénde que a; +b, =0si es de suma cero.

En estos juegos se define como equilibrio la mejor repuesta que da cada jugador
frente a las estrategias de los demas, medida por su funcion de pago o de utilidad.
Formalmente dado un juego de n jugadores con informacion completa, con sus

respectivos conjuntos de estrategia {E,,E,..E,} y de pagos {[1,,I1,..I1,} ,esto es,
dado un juego:

J={mE,,E,..E,;1,,I1,.I1,}

Y dado el perfil de estrategias: e={el*,e;..e;.ei,e;,...e:} Si existe una estrategia
e, € E.para cada jugador i tal que cumple con la siguiente relacion:
Hi{el*,e;..ei*_l.e;,e;l,...e:}2Hl.{el*,e;..ef_l.ei,e;,...e:} para todo e, €E,, entonces ese

perfil de estrategias es una solucién éptima.



En otras palabras, para cada jugador i, e, € E,es una solucion optima si es una

solucién al problema:
max IT, {el* ,e,.e. e e e:}. Observe que e’ €E,, es la mejor respuesta del jugador i

ioYiHlo

*

para e, = {el*,e;..ef_l .e;,...en}. Al perfil de estrategias e = {el*,e;..ef_l .ef,e;l,...e:} se llama
un equilibrio de Nash. Para la interpretacion de este equilibrio tomamos la siguiente
cita: “Un equilibrio de Nash es un conjunto de estrategias tales-una para cada
jugador-que ningun jugador tiene incentivo alguno (en término de mejoramiento de su
propio pago) para desviarse de su parte del conjunto de estrategias” (Kreps 1994

pagina 35).

Ejemplo 1.

Consideremos el siguiente juego como un ejemplo. Dos pajaros estan compitiendo
por un mismo terreno cuyo valor es E. Cada pajaro puede actuar de dos forma
distintas: pacificamente o agresivamente, esto es, como paloma o como halcon. Si
ambos actuan como paloma se repartiran el terreno por partes iguales, es decir, a
cada uno le toca la mitad. Si actuan como halcén entonces entran en conflicto lo que
acarrea que se destruya parte del terreno. Como ambos tienen igual capacidad de
destruccion entonces el terreno a repartires: W =E/2—-C donde C es el costo de la
confrontacion. Si uno de los dos actua como halcdn y el otro como paloma, entonces
el primero se queda con todo el terreno. Este juego se conoce como juego de los
pajaros y del él se derivan otros juegos, como el juego de los sexos, de la gallina y el

célebre dilema del prisionero. La forma norma o estratégica de este juego es:

Pajaro1/Pajaro 2 Halcon Paloma
Halcén (W,W) (E,0)
Paloma (0,E) (E/2.E/2)

En este juego podemos observar que se trata de un juego de dos jugadores que

juegan simultdneamente, que ademas todos conocen las consecuencias de las



acciones de los jugadores y de sus preferencias, por tanto es un juego de
informacién completa, ademas es de suma no cero. El pajaro 1 tiene dos estrategias:
halcon y paloma cuyos pagos son respectivamente (W,E) y (0,E/2). Claramente
jugara la estrategia halcén, porque es la mejor repuesta independientemente de la
seleccién del pajaro 2. Lo mismo se puede decir del pajaro 2, por tanto un equilibrio

de Nash es halcon-halcén con pagos (W,W).

lla.- JUEGO ESTATICO CON INFORMACION INCOMPLETA.

En este trabajo partiremos de un juego estatico y con informacion incompleta y
estrategias puras, que puede ser de suma cero o no. Es estatico porque como
indicamos al inicio, las jugadas se realizan simultineamente y es de informacién
incompleta porque no es del dominio publico la estructura completa del juego o dicho
de otra forma, al menos un jugador no conoce los pagos o preferencias de los demas
jugadores. Para resolver el juego se introduce otro jugador: la naturaleza y, con ella
el azar, entonces la naturaleza juega primero y una clase de resultado es una
informacidn privada para cada jugador. Cada jugador conoce sélo la informacion que
ha recibido, ignorando la informacidén que reciben los demas. Esta informacion se
llama tipo del jugador que denotaremos por ¢, €7,, donde el conjunto 7, representa
todos los tipos posibles importantes para el problema. Como es el resultado del juego
que realiza primero la naturaleza, es decir el azar, entonces ¢, €7,es una variable
aleatoria. Ahora bien, dado que cada jugador conoce el tipo asignado por la
naturaleza y no conoce los tipos de los demas, entonces se formula conjeturas o
creencias de cuales tipos les fueron asignados a los demas jugadores y estas
creencias o conjeturas estan medida por una funcidon de probabilidad condicional

dada por: P(¢_,/t,)=PEsto es, dado el tipo del jugador i cual es la probabilidad del
tipo de otro jugador, donde ¢, =(¢,,t,¢,,.t,,,.1,) €S un vector donde se especifica los

tipos de todos los jugadores menos el del jugador i. La probabilidad conjunta de los

tipos esta dada por: P(z,t,..t,/t,)



Si se considera que estamos en presencia de variables aleatorias estocasticamente

independientes, entonces: P(fpfz--fn/ff)=Hj:1.j¢iP(f_i/fl-)=H"» P(t)

J=Lj#
Como se puede observar en esta clase de juego requiere incorporar ademas de las
estrategias y pagos, los conceptos de tipos y conjeturas. Como ejemplo de tipos
tenemos el clasico modelo de produccion, donde una empresa tiene un costo de
produccion bajo, medio o alto y, la conjetura es la ley de probabilidad asociada a ese
conjunto de eventos que definen los jugadores que puede ser por ejemplo una
distribucion uniforme.
Formalmente un juego de n jugadores de esta clase se expresa como:
J={mE,E,..E;T.,T,..T,,B,P,..PII,I1,.II,}

Donde n es el numero de jugadores, y para cada jugador i E,es el conjunto de

estrategias o acciones, 7,es el conjunto de tipos, P la conjetura medida en

probabilidad condicional: P(¢,/t,)=F vy, I1, la funcion de pago que depende de las

estrategias o acciones seleccionadas y de los tipos efectivos de todos los jugadores

participantes en el juego:

IT.(e,e,,e65....€,5t,t,...1,)

La incorporacion de la naturaleza como nuevo jugador para solucionar este juego
fue propuesta por Harsanyi, lo que se ha hecho es pasar de un juego de
informaciénincompleta a uno de informacion imperfecta.

Este juego puede describirse de acuerdo a Pérez .J, Jimeno.; J. L, Cerda E (2004)
considerando los siguientes pasos:

. La naturaleza juega primero asignando aleatoriamente los tipos a cada jugador.

. Cada jugador conoce su tipo asignado y nadie mas y, cada jugador hace una
conjetura del posible tipo que la naturaleza asigno a los demas estableciendo una

probabilidad condicionada a su tipo: P(z_;/t;,)=F,

3. Eljuego se realiza simultaneamente.

4. Cada jugador recibe su pago.

Para obtener P(¢_,/t))=P se aplica el teorema de Bayes:
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P(t,/t)=P(t, 1 1)/ P(t);siP(t)>0,V1,
Si consideramos son variables aleatorias independientes entonces:

P(t_, nt,))=P(_)P(t,) =TT P)

Cada jugador tendra que resolver el siguiente problema de optimizacion que no es
otra cosa que encontrar la utilidad esperada maxima que esta en funcion de las

estrategias seleccionada por cada jugador y los tipos. Esto es, consideremos el

jugador i:

]\E{csz Zt,leT,, (1. (e (1), e(t,)..e. (), e.(t,), e, ....e,;t, )Pt /1))

El perfil de estrategias puras e={el* (t).e,(t,).e .t e (t).e. (t.)..e, (tn)} es un
equilibrio de Nash, si para cada jugador i la estrategia ¢, (¢,) es una repuesta éptima
esperada al perfl de estrategias de los demas jugadores dada por:
e =l (1), (1) 1 (t sty (1) -

Para ilustrar lo dicho veremos un ejemplo.

Ejemplo 2.

Retomemos es juego anterior de los pajaros, al primero la naturaleza le asigna un
tipo que designaremos por 7, =¢, . El primero piensa que al segundo la naturaleza le
asigno dos tipos: 7, =¢,,t,, pero €l no sabe cual le asigno realmente. En este caso,
suponemos que P(¢,)=1 y las probabilidades a priori que le asigna a cada tipo del

segundo pajaro son: P(7,=t,)=0,6 y P(T, =t,)=04.

Es facil verificar que P(7,=t,6/t)=0,6y P(T,=t,/t,))=0,4Como el pajaro dos
posiblemente tiene dos tipos entonces habra dos matrices de pagos. La primera

corresponde al tipo ¢,, y la segunda al tipo ¢, .

Pajaro1/Pajaro 2; tipo t, Halcon Paloma
Halcon (W,W) (E,0)
Paloma (0,E) (E/2.E/2)
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Pajaro1/Pajaro 2 tipo=ty Halcon Paloma

Halcon (W,W=k) (E-k, k)

Paloma (0,-k) (E/2.E/2)

Recordando que W =E/2—-C y para la segunda matrizde pago K <W

Empecemos a resolver el problema asociado al primer pajaro. Consideremos el
primer tipo del segundo jugador T, =¢, Si el primer pajaro juega halcén la mejor
respuesta del segundo pajaro es halcdn; si juega paloma la mejor respuesta del

segundo es halcon. Por tanto el primer pajaro maximizara su utilidad esperada:

Max(T1,(e,(t,) = halcén; e, (T, =t,) = halcon; e, (t, )I1,(paloma e, (T, =t,) = halcon)).P(t, / t,))

eck,

max(,0): 0,6 = 0,60

La estrategia seleccionada del primer pajaro es halcon.

Si el tipo del segundo pajaro es: T, =¢,. Si el primer pajaro juega halcon la mejor
respuesta del segundo pajaro es halcén vy, si juega paloma la mejor respuesta del

segundo es paloma.

Mcsz(H1 (e,(t,) = halcon; e, (T, =t,) = halcon)I1, (e, (t,) = paloma;e, (T, =t,) = paloma)).P(t, / t,))

max(W,E/2).0,4=04E/2
Entonces, la estrategia seleccionada del primer pajaro es paloma.

La solucion del segundo jugador parte de que P(t,)=1, esta probabilidad no afectara
el resultado. Si 7, =¢, el primer pajaro juega halcon como su mejor respuesta y la
mejor respuesta de segundo pajaro es también halcon .

]\e{glx(l_[ﬂ(e; )= halco'n;el* (T, =t,) = halcon)I1,,(e,(t,) = paloma;el* (T, =t,) = paloma)).1
max(W,E/2).04=E/2

Si T, =t,entonces, el primer pajaro tiene como repuesta paloma, el segundo su

mejor repuesta es paloma:
max(W —k,E/2).1=E/2
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lIl.-CONCETOS BASICOS DE TEORIA DE LA INFORMACION.

La teoria de la informacion nace con el trabajo de Shannon con su obra A
Mathematical Theory of Communication publicada en 1948. Su propuesta parte del
concepto de entropia, término que se acufio por primera vez en la termodinamica.
Boltzmann en 1896 propuso, siguiendo el segundo principio de la termodinamica,
gue en un sistema cerrado desde la perspectiva macroscopica la entropia aumenta vy,
desde el punto de vista de la mecanica aumenta el desorden. Estableciéndose una
relacion entre entropia y el grado de desorden. En efecto, supongamos ahora que
tenemos dos sistemas representados por dos conjuntos de objetos A y B cada uno

con un numero n, y n, respectivamente. Todas las formas posibles que se pueden
ordenar los objetos de A y de B son respectivamente n,! yn,! Ahora si para cada

objeto de A le asociamos todas las ordenaciones de B y a cada objeto de B todas las
ordenaciones de A tenemos, por la regla multiplicativa que todas las ordenaciones
posibles son:

*

N =n,n,.

Entonces la entropia de A y B en conjunto es la suma de las entropias de cada
sistema, esto es:
H=H,+H,
Luego, cuando la entropia H crece, entonces N~ crece y cuando la entropia H es
una suma, N es unproducto. Esto nos lleva a la relacion:
H=klogN =klogn,+klogn,=H, + H,
Donde k es la constante de Boltzmann. Por tanto, la funcion de entropia de
Boltzmann se expresarse como:
H =klog P
Donde ahora, P representa la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado que se encuentra en relacién con todos los estados posibles en que pudiera
hallarse. Esta ecuacion relaciona una cantidad termodinamica o macroscopica: la
entropia, con una cantidad estadistica: la probabilidad.
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En la teoria de la informacion la entropia se mide mediante la expresidén formulada

por Sharnon dada por: H(x)= —ip,- log, p; -

i=1
Como se puede observar las dos funciones tienen expresiones analiticas similares, la
formulacion estadistica contenida en esta Ultima es aplicable a cualquier sistema
dinamico y no sdlo a la termodinamica como ocurre con la primera expresion.
Expliquemos con mas detalle el significado de la entropia de Sharnon. Supongamos
que tenemos una fuente de informacion que emite una sucesion de simbolos {s.}
que son codificados por un sistema binario (0 o 1), ahora el numero de cédigos

binarios asignados es inversamente proporcional a las frecuencias de los s, esto es,

a sus probabilidades, luego a los simbolos con mayor probabilidad le corresponde un
menor numero de digitos. Supongamos que con m digitos binarios podemos codificar
todas las sefiales de la fuente de informacién cuya probabilidad son todas iguales a

potencia de 'z esto es p=(1/2)"=2"", por tanto el valor esperado de digitos que

existen en la comunicacién proveniente de la fuente (independiente de su sentido)

es:
> m1/2)" = m2™"

Para determinar m tomamos logaritmo de base 2 en p=2"; —log, p =m; al sustituir

en la expresidén anterior obtenemos:

> m(1/2)" =Y m2 " = H(x) == p,log, p,

i=1
La informacién contenida en cada simbolo es I(s;)=—log, p, por tanto la expresion

anterior es la cantidad promedio de informacion emitida por la fuente, una vez

conocida la sucesion, pero antes de la emision medira el grado de incertidumbre.

Dado una variable aleatoria X discreta con funcién de probabilidad puntual:

P(X = x,;0), entonces se define como funcién de entropia a:

ZP X =x,;0)log, P(X =x,;0)
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Si X es una variable continua con funcién de densidad: f,(x;®), entonces se define

como funcién de entropia a:
H(X) =~ f,(0)log, fy(x;0)dx

El logaritmo puede tomarse de base binaria (k=2); de base neperiana (k=e) o decimal
(k=10), en cada uno de los casos se dice que la entropia estd medida en unidades
binarias o bit, nep o decimal.

Hay varias propiedades importantes de esta funcion que enumeraremos brevemente:
1) H(X)zo y es monotona no decreciente. Cuando el sistema es perfectamente
ordenado H(X)=0.

2) Si la distribucién es discreta uniforme, esto es todos los simbolos tienen igual
probabilidad de 1/n, entonces  H(X) alcanza su maximo y este es
MaxH (X )=log, n

3) La cantidad de informacion sobre una variable aleatoria discreta X contenida en
otra v.a. discreta Y, las cuales tienen como funcion de probabilidad conjunta dada:

P(X =x,,Y=y,;0)= p,y probabilidades marginales de cada una P(X =x;;0)=p,.
yP(Y=y,;0)=p.;; entonces, la cantidad de informacion es: I,(X)=H(X)-H,(X)

donde HY(X)=iipijlogkpij/p.j Se demuestra que /,(X)=H(X)-H,(X)>0 Si

i=1 o1
las variables X es Y sonindependientes entonces: 7,(X)= H(X)-H,(X) =0.

Si se considera dos variables aleatorias continuas X,Y con funciones de densidad:
fv(x:0)y f,(x;0) si ellas sonindependientes entonces:

H(X;Y)=H(X)+H(Y)

4) La funcién H es coéncava’
La funcion H(x) se interpreta como una medida de incertidumbre antes de conocer

los simbolos que emitira la fuente y a posteriori como informacion. La negaentropia

! Se entiende por funcion convexa lo que sigue: Dada una funcion real valorada f:SCcR—>Ryle [0,1] si

para todo par (xl,xz) € S, se dice que la funcion es concava sise cumple:
S (A +(1=)x) 2 H (%) + (1= A) f(x,)
15



se asocia a cantidad de informacién ganada por un sistema abierto. De acuerdo a la
cuarta propiedad si X e Y no son estocasticamente independientes, se disminuye
la incertidumbre de X cuando se realiza o conoce Y a esto se le llama informacién o
negaentropia Hay sistema que tienen la caracteristica de enviar entropia al entorno
y tomar de él informacion o negaentropia; estos sistemas se llaman abiertos y si
estan alejados de equilibrio tienen la caracteristica de hacerse cada vez mas
complejos y tener una estructura cadtica.

Si se considera la funcidon de entropia de un estadistico esta mide la incertidumbre
asociada a ella antes de tomar la muestra particular y, la otra interpretacién es la de
ex post , es decir, cuando se toma la muestra particular, en este caso se entiende por
cantidad promedio de informacion. Para ilustrar lo dicho, consideremos los
siguientes ejemplos

Ejemplo 3

Supongamos que tenemos una urna con diez bolas, de las cuales nueve son blancas
y una negra. Si x cuenta el numero de bolas blancas que salen en sucesivas
extracciones, entonces la cantidad de informacién que salga una blanca es:

I(blanca) =—log, 0,9 =0,152030 bit

Y que salga una bola negra es:

I(negra) =—log, 0,1 =3,321928 bit

Esto quiere decir que hay menos incertidumbre sobre la extraccién de una bola
blanca que de una bola negra o dicho de otra forma, se necesita menos informacion
sobre el evento: sale una bola blanca.
Ahora considerando los dos eventos: sale una bola blanca o sale una bola negra, la
entropia o informacion esperada es:

H(x)= —Zn:pi log, p, =—-0,90log, 0,90—0,10log, 0,10 = 0,468995 bit de informacion.

i=1

Ejemplo 4.

Supongamos que tenemos la distribucién conjunta y las marginales de dos variables
aleatorias: X =0,1,2 e Y =0,1,2tal como se muestra a continuacion:
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-l 0 1 2 TOTAL
0

0,02777778 0,16666667 0,22222222 0,41666667

1 0,02777778 0,05555556 0,05555556 0,13888889
2 0,08333333 0,13888889 0,22222222 0,44444444
TOTAL  0,13888889 0,36111111 0,5 1

Ademas, se tienen las distribuciones condicionales de la variable X dado los valores
deY: P(X=x,/Y=y,)=P(X =x,,Y =y,)/ P(Y =y,)

e
0 0,2

0,46153846 0,44444444

1 0,2 0,15384615 0,11111111
2 0,6 0,38461538 0,44444444
TOTAL 1 1 1

Las preguntas que se hacen son:
a.-¢, En cuanto disminuye la incertidumbre de X conocido que Y=07?

b.-¢ En cuanto disminuye conocido todos los valores de Y?

Para responder a esas preguntas calculamos la funcidon de entropia de la variable X

dada por:

H(x)= —i p,log, p, =—-0,41666log, 0,4166 —0,1388log, 0,1388 — 0,444 1log, 0,444 =1,4417
i

Ahora la cantidad de informacién de X contenida en Y es:

H,(x)= —Z:,Zz;,p,, log,(p;/p;).
120 /=

Para la primera pregunta se tiene:

H,_,(x)= —22: polog. (p.o/ p,)=-0,0277log,0,2—0,0277log, 0,2 — 0,083log, 0,6 = 0,1904

i=0

Portanto 7,(x)=H(x)—H,_,(x) =14417-0,1904 =1,2513

Para la segunda se tiene:
2 2
H,(x)==Y_ > p;log,(p,/p,)=—-0,0277log,0,2—0,0277log, 0,2—0,083log, 0,6

i=0 =0

—-0,16log, 0,48 —...—0,2221l0g, 0,444 =1,4138
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Luego la ganancia es:
1,(x)=H(x)- H (x)=14417-1,4138 = 0,02
Practicamente es nula la ganancia, luego las dos variables son estocasticamente

cuasi independientes.

IV UNA PROPUESTA DE TEORIA DE JUEGO Y DE LA INFORMACION.

Hasta ahora se ha visto que la solucidon propuesta es incluir un jugador que no tiene
intencionalidad ni racionalidad, es un jugador que no tiene interés en participar en el
juego y sin embargo esta presente y su actuacion tiene consecuencia en el pago
esperado de cada jugador. Su presencia conlleva a dos distribuciones de
probabilidades, una a priori y otra a posteriori asociada esta ultima a la conjetura. El
primer problema es saber hasta qué punto la distribucién de probabilidad a priori
afecta la funcion de probabilidad a posteriori. Si la funcién de probabilidad a priori
afecta la funcion de probabilidad a posteriori entonces se dice que es informativa, en
caso contrario es no informativa. En este juego lo que hace la naturaleza es asignar
los tipos de cada jugador de acuerdo a una ley de probabilidad, como ya hemos
visto, y que es de conocimiento publico y luego se obtienen las probabilidades a
posteriori, pero si se supone que los tipos son variables independientes, las
probabilidades a priori coinciden con las posteriori. Se puede preguntar: ¢Por qué
todos los jugadores deben tener la misma experiencia y llegar a la misma ley de
probabilidad? ¢No puede ocurrir que tengan percepciones diferentes y por tanto
asignen probabilidades distintas aunque después se hagan del conocimiento
publico?

Para dar repuesta partimos que se pueden establecer varias distribuciones a priori en
cuanto al comportamiento de la naturaleza que son del conocimiento comun, salvo
gue no se conoce cual tiene asociada mayor incertidumbre. Supongamos que en el
juego se tiene disponibles dos distribuciones de probabilidad discreta para el

conjunto de tipos: ¢ =(¢,t,1_,,t,.,.1,); consideremos que la primer distribucion es
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dadas por : P(1,),P(1,)....P(t,); P(1,) = 0,AY " P(t,)=1yla segunda O(:),0(,)...0(,)

o) = 0,/\2; QO(t,) =1; seleccionara la primera distribucion a priori discreta si:

= P(t)log, P(t,) <= Ot,)log, O(t))
La igualdad se cumple si P(z,) = O(t,); Vi

Esto se puede generalizar si hay mas de dos distribuciones a priori disponibles.
Ejemplo 5.
Tomemos nuevamente el ejemplo de los pajaros, se recordara que el primero piensa

que al segundo la naturaleza le asign6 dos tipos: 7, =¢,,z,, pero él no sabe cual le
asigno realmente. En este caso, suponemos que P(z,)=1 Yy las probabilidades a priori
que le asigna a cada tipo del segundo pajaro son: P(7, =¢,)=0,6 y P(T, =t,)=0,4.

Pero ahora consideramos dos distribuciones adicionales que se obtienen de dos

expertos y son:

Distribucion 2: P(T, =t,)=0,3 P(T, =t,)=0,7
Distribucién 3 P(7, =t,)=0,1 P(T, =t,)=0,9

Haciendo los calculos obtenemos: la entropia para la primera distribucion H, =2923,

para las siguientes son: H, =2653y H, =1412. Por tanto la tercera distribucion tiene

asociada una menor incertidumbre.

Ahora consideremos la intervencion de la utilidad o pago, para esto definiremos lo
gue se conoce como incertidumbre util e incertidumbre util condicional tal como las
llama Alvarez Pedro (1981).

IVa.-Definiciéon de incertidumbre (til:

Sea Eun espacio muestral con n eventos elementales: E={e,e,..e,} con

probabilidad: P(e,) >0,AY " P(e,) =1
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A cada e, se le asigna una funcion de utilidad o de pago IT, con la misma distribucion
de probabilidad de ¢,; esto es; P(e,) = P(I1,);Vi. Se define como incertidumbre Util
delcampo E a:

HU(e; ;1) == P(e;)I1,/ E(IT))log, P(e;)

Donde E(IT)=)" P(I1)I],

Es evidente, que si la funcion de pagos es la misma para todos los eventos,
entonces, la informacion util coincide con la expresion de Shanno. Esta definicidn es

un punto de partida para definir la que sigue.
IVb.-Definiciéon de Incertidumbre util bidimensional.

De la misma forma que en el parrafo anterior tomamos la idea de Alvarez Pedro
(1981), de la incertidumbre Uutil bidimensional.

Sean dos espacios muestrales E, ={e.e,..e,} ¥ E,=1{e,,ep..€,,} CON Ny m

eventos elementales respetivamente, y consideremos la probabilidad bidimendional
P,y las funciones de utilidad o pago II,asociados a los pares de eventos (e;.e,,).
Entonces, la probabilidad marginal de e, cE, es: F,=) F,, la probabilidad
marginal de e, E,es: P =) P;; la probabilidad de los eventos de E,,
condicionados a los eventos de E,, es: P(i/j)=F,/P,; la probabilidad de los

eventos de E,, condicionados a los eventos de E|,es: P(j/i)=F;/F,.

La utilidad marginal de los eventos de E,, condicionados a los eventos E, es:
IT, =Z:;P(j/i) IT,y de los eventos de FE,condicionados a los eventos E, es:
I, = ;P(i/j)ny

De estas relaciones podemos encontrar la esperanza de Il :

EIL;) = Zﬁ; 7:1 £, = ; FIL = Zr,'-l:lp,,nj = E(II)

Se llama incertidumbre util del campo E, condicionado por el campo E, a:
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HU(T,IT)=~E@D) 'Y, > BT, log P(j/i)
Vc.-Aplicacion a juegos estaticos de informacion incompleta.

Ahora traslademos la idea presentada originalmente por Alvarez Pedro (1981), como
dos conjuntos de eventos A y B, donde hay una funcion de utilidad I1,asociada a los
pares (4,,B,) como dos conjuntos de tipos 7,y T, en un juego de dos jugadores, de

estrategias puras y informacion incompleta.

Sean dos espacios de estrategias E, ={e .e,..e,} ¥ E,={e,.e,,..e,,} CON N ym

estrategias respetivamente, y consideremos que los jugadores tienen asociados dos

conjuntos de tipos 7, y T7,, vectores con r y s elementos respectivamente Para
simplificar supongamos que 7, =¢, que es el tipo que le asigno la naturaleza al
primer jugador desconociendo cual de los tipos 7, le fueron asignados al segundo

jugador. Pero se conoce las probabilidades a priori de los tipos. Si tales tipos son
variables aleatorias independientes entonces, las probabilidades a posteriori son
iguales a las probabilidades a priori. En otras palabras, las conjeturas son del
dominio publico. Entonces, en este juego hay s matrices de pagos de dimensién

nxm. Para el primer jugador se tiene que P(7, =t¢,,) =1y s conjeturas medidas por las
probabilidades del conjunto T, : P(1,,), P(t,,)... P(tys); Y, P(1,,) =1. Para cada tipo
del jugador dos, el jugador uno tiene una respuesta optima, por tanto, consideremos
el conjunto que representa estas respuestas {ef ()€ (t22),....e:(t25)} con pagos:
{H’f(tﬂ), IT] (tzz),....Hf:(tZS)}, estos pagos tienen asociados la ley de probabilidad de los
tipos: P(t,,), P(t,,).....P(t,5) , por tanto podemos obtener la esperanza matematica:
E((t) =Y (5, P(ty,)

Se llama incertidumbre util de los tipos 7, del segundo jugador para el primer jugador
a:

HU(e;T1,) ==Y " P(6,\IT, / E(IT) log, P(t,,)
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Esto quiere decir, que los pagos recibidos de acuerdo a la solucién 6ptima son
“pesos que refuerzan la incertidumbre local frente a los resultados de la experiencia”
(Alvarez Pedro 1981-pagina 195).

Ahora consideremos que los tipos no son variables aleatorias independientes, esto

es, dado el tipo de un jugador la probabilidad P(z ,/¢,)# P(¢ ;) entonces tenemos que
si se trata de dos jugadores, la incertidumbre util del campo 7, condicionado por el

campo T1 es:

HU(T,IT)=~(EQD" S P(t,,)TT; log P(j i)

j=l;j#i;
La informacion util esta dada como:

IU(T,T,) - H(T, I T) ==Y " P(t, (I, / E(I) log, P(t,,) — (~E(TT)™

IV.- DISCUCION.

En la bibliografia especializada se establece claramente que en los juegos
estratégicos con informacion incompleta y en este caso de estrategias puras, la
naturaleza juega primero y las acciones que realiza tienen asociada una ley de
probabilidad que es del dominio publico, una y solamente una. Entonces, ¢Por qué
complicarse la vida? La razdn es que como toda teoria, es una aproximacion a la
realidad. El supuesto de que existe una sola ley de probabilidad a priori conocida por
todos los jugadores, y que esta ley es el resultado de la experiencia previa del
conjunto de jugadores, hace suponer que hay un consenso entre ellos para definir
esta unica ley. Situémonos en el caso de un jugador que busca a un grupo de
expertos y le presenta varios escenarios, cada experto le indica la probabilidad de
ocurrencia de cada uno de los escenarios, asi que tendra una ley de probabilidad por
cada uno de los expertos, entonces ¢ cual es el criterio para seleccionar una sola ley?
Uno puede pensar que seleccionara la del experto que tiene mayor credibilidad. Pero

si esto es asi ¢por qué no usar solamente la opinion de este experto? Nosotros
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pensamos que si buscamos varias opiniones es porque pensamos que todas eran
igualmente creibles. Por tanto, tendremos tantas leyes de probabilidad como
expertos consultamos. Y una manera de seleccionar una distribucion es aquella que
tiene menor incertidumbre, y esto se mide mediante la funcion de entropia. La Unica
restriccion para resolver este tipo de juego siguiendo la propuesta de Harsanyi es
que la distribucion seleccionada sea de dominio publico o la informacidon sea
asimeétrica, esto es un juego estatico de informacién imperfecta.

Por otra parte, esta lo planteado de incertidumbre util, tanto condicional como no
condicional, esto es, si se asume que las variables aleatorias tipos las conjeturas que
se hacen sobre ellas son independientes o0 no. La pregunta es ¢, Por qué usar la idea
de incertidumbre util medida en términos de la funcion de entropia ponderada por los
pagos asociados a un perfil de estrategias Optimas en un juego estatico de
informacién incompleta? Esto es: ¢ Para qué sirve? La respuesta esta en combinar el
grado de incertidumbre con los pagos esperados dados los perfiles de estrategia
optimos de los jugadores como una ponderacion. De alguna forma indican el valor de
la incertidumbre dado los pagos 6ptimos para el conjunto de jugadores en término
del promedio de la informacién. Es por tanto una “guia” o un “indice” que puede ir
mas alla de consideraciones teoricas.

Quedan pendientes otros problemas en donde la teoria de juegos y la teoria
matematica de la informacién pueden interrelacionarse tales como los juegos
dinamicos de informacion incompleta, los juegos contra la naturaleza. Lo expuesto no
tiene mas pretension que plantear una discusion en cuanto la posibilidad tedrica y
practica de combinar las dos teorias matematicas expuesta: la teoria de juego y la
teoria de la informacion. Y es eso solamente, abrir una discusion. Creemos que hay

en este trabajo mas preguntas que respuestas.
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